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基于离散变分原理的耗散动力学模拟方法:

模拟三维囊泡形状*
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将基于离散变分原理的耗散动力学模拟方法应用到三维囊泡体系,通过优化囊泡的弯曲能求解其平衡态形状.

该方法的优点之一是不需要预先假定对称性. 针对特定约化自发曲率的囊泡体系,该方法模拟获得了一系列轴对称

形状,模拟结果与文献中预先假定轴对称条件的计算方法所报道的结果一致,这验证了该模拟方法的可靠性及精确

性. 此外,使用该方法研究了两个差别巨大的平衡态形状之间的转变动力学,在转变过程中观察到了多个非轴对称

的中间形状.研究结果表明该方法不仅可以模拟囊泡的非轴对称结构,而且具备模拟囊泡在剧烈形变下演化过程的

能力. 为研究更复杂的囊泡体系,特别是生物膜的形变提供了一个重要的理论模拟方法.
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1 引 言

为解释生物膜和囊泡丰富多彩的形状转

变 [1,2], 人们提出了各种不同的生物膜理论模型,

比如自发曲率模型 [3]、双层膜模型 [4] 和面积差模

型 [2]等. 其中 Helfrich[3]的自发曲率模型 (SC模型)

因其参数少而备受关注. 该模型中,膜的弯曲能为

F =
1
2

kc

∮
(C1 +C2 −C0)

2 dA+ kG

∮
C1C2 dA, (1)

其中 kc 为弹性模量, C1 和 C2 为主曲率, C0 为

自发曲率. 由 Gauss-Bonnet 定理, 第二项只与膜

的几何拓扑有关, 对简单封闭囊泡而言可忽略;

另外, 假定囊泡的总面积 (S) 和总体积 (V ) 恒

定, 因此, SC 模型实际只有两个独立参数: 约

化体积 v = V/(4π/3)/(S/4π)3/2 和约化自发曲率

c0 = C0(S/(4π))1/2. Ouyang 和 Helfrich[5] 对 (1) 式

做变分求极小值,得到了普适的形状方程:

p−2λH + kc(2H +C0)(2H2 −2K −C0H)

+2kc∇2H = 0, (2)

式中 p和 λ 分别为渗透压差和表面张力,分别可看

成约束体积和面积的朗格朗日乘子; H 和 K 分别为

平均曲率和高斯曲率.此方程乃四阶非线性偏微分

方程,它的求解极其困难.为了简化计算,通常可预

先假设所考虑的囊泡形状具有轴对称性,把方程简

化成常微分方程后再进行求解 (注: 不同的求解思

路可得到三个不同的轴对称形状方程 [6],后来发现

恰当的边界条件下三个方程皆等效于普适的形状

方程 [7]).

Deuling 和 Helfrich[8] 对轴对称形状方程进行

数值求解, 得到了红细胞的双凹碟状;此后人们对

轴对称性囊泡进行了更为深入的研究 [1−11]. Naito

等 [9] 通过直接求解普适的形状方程得到了双凹碟

状的解析解,最终彻底地解决了 “红细胞为什么是
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双凹碟状”这一直困扰生物学家的问题.实际上,基
于解析分析和数值求解,轴对称囊泡的平衡态相行
为已基本搞清 [2],如 Seifert等 [10] 在前人工作的基

础上, 给出了 SC 模型在 v—c0 参数空间下较完整

的轴对称性囊泡相图.
但这不代表所有的囊泡平衡态形状都已经找

到 [2]: 在许多参数条件下, 囊泡形状并非轴对称,
特别是相图中仍存在大片的自交叉区域以及非轴

对称结构的未知区域 [10]. 尽管已有一些有益的尝
试 [11−19],但目前还没有一种数值方法可用于系统
地求解非轴对称的平衡态形状. 在这些尝试中, 其
中一种求解思路是将形状函数展开成一组基函数

的线性组合求解 [11−14]. 如 Bloor和Wilson[13] 将二

维曲面参数化, 将形状函数用傅里叶级数展开, 但
此方法不能处理复杂的平衡态形状. 此外, 还可借
助 Surface Evolver[15] 研究非轴对称结构 [16−18]. 此
方法可获得诸多极富启发性的囊泡形状,但因最终
结果较依赖于初始形状之构造,而难以对非轴对称
性情形进行较为系统的研究 [19]. 2005年,我们基于
离散变分原则提出了一种模拟囊泡形变动力学的

新方法 —— 离散空间变分法 (DSVM)[20], 并将此
方法成功应用到单组分 [20,21] 和双组分 [22] 二维囊

泡 (柱状囊泡)形变的研究中. 此方法被进一步拓展
到了三维囊泡并应用于不同的问题中 [23−26],比如
它成功地模拟了多组分囊泡的形变偶合相分离动

力学 [25],正确地描述了囊泡的剧烈形变.但是这些
报道并没有对三维囊泡的 DSVM方法做系统的阐
述, 亦未仔细验证该方法的准确性及精确性. 一旦
此方法的准确性及精确性得以保证,那么它将最有
希望被用于系统地求解非轴对称囊泡问题,完善自
发曲率模型的囊泡平衡态相图.
本文系统地阐述三维囊泡形变模拟的离散空

间变分法,对自发曲率模型中两个典型的约化自发
曲率 (c0 = 0和 2.4)条件下的囊泡平衡态形状进行
系统的考察,并将离散空间变分法得到的结果与前
人的结果 [10] 进行比较,侧重于验证方法的可靠性
及精确程度. 最后, 把离散空间变分法用于模拟两
个平衡态之间的形状转变动力学,主要用于说明我
们新提出的方法可描述大的形变过程.

2 模型与方法

2.1 离散变分原理和离散空间变分法

离散变分原理 [20,26,27] 的核心思想非常简单.

根据变分原理, 物理体系的能量泛函 F [R(u,v)]极

值点为其一阶变分为零所对应的体系状态 R(u,v).

当能量 F 为离散形式时,该物理体系能量曲面的极

值点仍旧对应于离散能量一阶变分为 0 对应的体

系状态,这就是离散变分原理. 需强调的是,变分操

作不会破坏能量泛函所蕴含的对称性,事实上这才

是离散变分原理的关键. 换言之, 变分操作放在哪

里不重要,关键是要把会造成破坏对称性的操作放

于恰当的位置.

当能量 F 连续时,由变分为零条件 (即 δF = 0)

可得到欧拉 - 拉格朗日方程 (E-L 方程, 如 (2) 式).

若无法求得解析解,则需通过离散此方程得到离散

的 E-L方程,再进行数值求解. 但不像变分操作,离

散操作有时会破坏连续 E-L方程的对称性,因此得

到的离散格式往往存在数值不稳定性问题.

为解决此难题, 我们提出了离散空间变分

法 [20,26]: 调换变分与离散的次序. 能量的离散较

易保持原有对称性,因此可先对能量进行离散然后

再变分. 一般而言,离散的能量泛函 F 可表达成下

述形式:

F [R(k)]

=∑
k

f (R(k),R(k+k1),R(k+k2) · · ·), (3)

式中,离散格点 k的能量密度 f 依赖周围若干格点

的局部状态. 然后, 再对离散能量变分直接得到离

散的 E-L方程 (注: 该方程不同于先变分再离散得

到的离散的 E-L方程):

∂ f (R(k),R(k+k1),R(k+k2) · · ·)
∂R(k)

+
∂ f (R(k−k1),R(k),R(k+k2 −k1) · · ·)

∂R(k)

+
∂ f (R(k−k2),R(k+k1 −k2),R(k) · · ·)

∂R(k)

+ · · ·= 0, (4)

满足此离散方程的状态函数可使得 (3)式的能量取

得极小值.

2.2 耗散动力学模拟与三角网格划分

(4)式为非线性离散方程, 直接求解极其困难.

一种求解方案是把囊泡的某一形态作为初始形状,

构造耗散动力学演化此形态,时间趋于无穷时囊泡

形状将收敛于能量极小值点. 一般无扰动的耗散动
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力学方程 [28]具有以下形式:
∂R(k)

∂ t
=−Lr

δF
δR(k)

, (5)

式中 R为离散曲面格点 k 的位置; Lr 是动力学因

子, 与溶液的黏度和囊泡本身的性质有关. 因为我
们主要关注平衡态形状,它的具体数值在本文中并
不重要.变分导数 δF/δR为耗散动力学的驱动力.
具体数值求解 (5)式分为三步,离散曲面、离

散能量和求离散变分导数 δF/δR.

2.2.1 三角网格划分法离散曲面
三角网格划分 [15] 是普遍使用的离散曲面的方

法, 连续的曲面被分割成若干个小三角形, 小三角
形乃此划分的基本单元. 此划分的数据信息主要储
存于顶点的坐标、点标边标关系及边标面标关系

之中. 在本文的模拟计算中,囊泡被离散成 2562个
顶点, 7680条边和 5120个小三角形. 另外,我们采
用了动态三角划分的一些技巧,比如键翻转、点平
均等 [15].

2.2.2 用对称性法则离散能量
首先得在三角划分基础上定义离散的几何量.

为了保证离散的曲率能尽量保持原有连续能量的

对称性, 提出下述对称法则:任何几何量表达式最
终都必须同时具有三角顶标和笛卡尔坐标 (x,y,z)
的对称性 (可以有取向).比如一个顶点坐标分别为
(r1,r2,r3)的小三角形的体积元 (与原点一起组成
四面体,其连续表达式为 rndA/3)可写成

∆V = r1 · (r2 −r3)× (r3 −r1)/6

=
1
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (6)

其中 rk = [xk,yk,zk]. 很明显最后的表达式同时关于
顶标 (1, 2, 3)及笛卡尔坐标 (x,y,z)对称. 平均曲率

的离散格式与 Julicher[29] 所用格式相同.其他几何

量的离散表达式请参考文献 [30]. 把这些量代入 (1)

式便可得到离散的能量.

2.2.3 用离散空间变分法求离散变分导数
离散的能量得到之后, 离散变分导数 δF/δR

可按 (4)式左边的表达式计算,当然也可以用数值

变分的方法求解 (见文献 [26]的附录部分).

3 结果与讨论

3.1 约化自发曲率为 0时的平衡态形状及
能量曲线

为了验证离散空间变分法在计算三维囊泡体

系时的可靠性和精确性, 首先, 我们模拟了自发曲

率为 0的简单囊泡体系 [10].

如图 1 所示, 随着约化体积从小到大, 我们依

次观察到了 stomatocyte到 oblate再到 prolate的形

状转变, 所得结果与轴对称的计算结果 (文献 [10]

中图 9) 完全一致. 我们也计算了相应的能量曲线

(图 2),计算的结果表明, v> 0.652时, prolate是囊泡

的稳态结构;当 0.592 < v < 0.651时,囊泡形态发生

一级相变, 从 prolate 转变成为 oblate; 当 v < 0.591

时, 囊泡转变成为 stomatocyte. 这些结果与轴对称

计算结果 (文献 [10]中图 8)惊人地符合,约化能量

差别小于 0.005,表明我们的计算具有高度精确性.

Heinrich等 [11] 也用其他数值方法 (非轴对称)试图

重复此系列结果, 但由于数值方法的限制, 他们的

方法不能处理当约化体积较小时的情形. 而 Bloor

和Wilson[13] 三维模拟方法虽可计算约化体积较小

的情形, 但由于不够精确, 未能揭示不同结构间一

级相转变的特点.

图 1 约化自发曲率为 0时,不同约化体积对应的平衡态囊泡形状 从左至右约化体积分别为: 0.591, 0.592, 0.651,
0.652, 0.8, 0.95
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图 2 约化自发曲率为 0时, prolate (P), oblate (O)和 stomatocyte
(S)对应的能量曲线图,横坐标为约化体积

3.2 约化自发曲率为 2.4时的平衡态形状
及能量曲线

为了进一步验证我们的方法,下面考察约化自

发曲率为 2.4 的更加复杂的囊泡体系 [10]. 图 3 给
出不同约化体积下对应的囊泡稳态结构, 图 4 给
出不同约化体积的囊泡能量曲线. 当 v = 0.60 时,
囊泡结构为棒状的 prolate 形; 当约化体积逐渐增
大,棒状结构的两端不断变大,中间颈部不断缩小;
当 v = 0.70时,囊泡结构为两个同等大小的球通过
极小的颈部相连接; 随着约化体积的进一步增大,
囊泡结构发生连续相变, 结构对称性破缺, 即囊泡
结构一端的球体积变小, 另一端的球体积增大;当
约化体积增大至 0.75 时, 囊泡结构发生一级相变,
从梨形转变为 prolate 形. 转变约化体积分别介于
0.70—0.71和 0.74—0.75之间.
本文的三维计算结果与轴对称性计算结果 (参

考文献 [10] 中的图 11 和图 12) 完全相符. 这进一
步说明了我们的方法在计算三维流体膜囊泡体系

的正确性及精确性.

图 3 约化自发曲率为 2.4时,不同约化体积对应的囊泡平衡态形状 从左至右约化体积分别为: 0.60, 0.70, 0.71, 0.73, 0.74,
0.75, 0.85
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图 4 约化自发曲率为 2.4时,囊泡自由能与约化体积的关系

3.3 囊泡形状演化动力学

本文提出的模拟方法除了用于优化能量获得

平衡态之外, 亦可用于模拟囊泡形变的动力学. 如

图 5所示, t < 0 s时溶液的环境使得囊泡的约化体

积为 0.7,约化自发曲率为 −1.0,该条件下囊泡的稳

定形状为 stomatocyte,如图 5(a)所示;然后, t = 0 s

时, 突然改变溶液性质使约化自发曲率突然升高

为 2.4, 观察囊泡的形状转变. 图 5 显示, 囊泡在此

过程中发生了巨大的形状转变, stomatocyte状逐渐

向饼状转变,继而形成三角饼状、非轴对称梨形并

且最终形成两个 prolate由细颈相连的平衡态形状,

注意我们的方法其实可继续模拟分裂过程 (见文

献 [25]). 在整个演化过程中,能量不断地下降,最终

走平. 这个动力学模拟说明我们的方法不仅具备计

算较大形变过程的能力,并且也能获得非轴对称结

构. 而基于 Surface Evolver的模拟 [15,16],虽然可以

得到一些平衡态形状,但难以模拟如此复杂的形态

转变动力学.
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图 5 囊泡约化能量随动力学演化时间变化曲线及 8个时间节
点的囊泡形态 其中 a为 v = 0.7, c0 = −1参数下的平衡态形
状; b为 v = 0.7, c0 = 2.4参数下的平衡态形状

4 结 论

本文将空间离散变分法推广应用到了三维空

间中的流体膜囊泡体系,成功地对约化自发曲率为

0 及 2.4 时的三维囊泡进行了模拟, 通过与已有的

轴对称半解析结果的比较,发现我们的模拟计算有

极高的精度,证明了该方法的可靠性. 由于我们的

方法没有预先施加任何对称性,一方面说明了轴对

称结构确实是稳定结构, 另一方面, 模拟中相关的

动力学过程表明 DSVM方法具有模拟囊泡大形变

的能力,并且在数值稳定性以及模拟曲面的光滑程

度上都具有优势,为将来研究更复杂生物膜形变提

供了重要的理论模拟方法.
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Abstract
In this article, the dissipative dynamical evolution method based on the discrete variational principle is applied to a three-

dimensional (3D) vesicle system. The stationary shapes of vesicles are obtained through the minimization of membrane bending
energy without any symmetric assumption, which is an outstanding merit of our method. Aiming at a 3D vesicle system with certain
parameter settings, a series of axisymmetric shapes are achieved by our method. The simulation results are in good agreement with
those obtained with axisymmetric assumption, which indicates that our method can describe the deformation of 3D vesicle with ex-
tremely high precision. In addition, a shape transition between two stable states with great difference is studied, which further implies
the capability of our proposed method in simulating large deformations regarding the 3D membrane. We believe that we have provided
a very powerful simulation method for the future studies of bio-membrane deformations.
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